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1. Veronderstel dat bij een verkiezing waaraan twee kandidaten A en B deel-
nemen, kandidaat A een totaal van a stemmen behaalt, en B,b stemmen. 
Als b ~ a 9 wat is dan de kans p dat A gedurende het tellen van de stemmen 
steeds voor staat? We nemen aan dat de a+b stemmen een voor een en in ase-
lecte volgorde worden geteld. Onder deze aanname is het antwoord op boven-
staande vraag van een verrassend eenvoudige vorm: 
a - b p = 0 
a + b ( 1 ) 
Vaak wordt dit resultaat aan BERTRAND [1], of aan ANDR~ [2] toegeschreven, 
maar volgens BARTON en MALLOWS [3] is het probleem door WHITWORTH al in 
1878 gesteld en opgelost, en in 1886 opgenomen in zijn boek "Choice and 
Chance" [4] • 
Een eenvoudig bewijs kan worden gegeven met behulp van het zgn. spie-
gelingsprincipe. Bij de volgende meetkundige voorstelling komt dit principe 
het best tcit zijn recht. 
2. Stel a, resp. b is het aantal sternmen op A resp. B nadat m stemmen zijn 
m m 
geteld. De situatie a = x, b = y kan worden voorgesteld door het punt 
m m 
(x,y) van een tweedimensionaal rooster van punten met gehele, niet-negatieve 
coordinaten. Een roosterpunt waarbij een situatie behoort die bij de telling 
voorkomt noemen we een vertex. Opvolgende vertices kunnen worden verbonden 
door lijnstukken (stappen) zodat een pad van (O,O) naar (a,b) ontstaat. 
In deze meetkundige terminologie kan de zojuist gestelde vraag als volgt 
worden geformuleerd: hoe groot is het aantal paden van (O,O) naar (a,b) waar-
van de vertices 8 afgezien van (O,O) 9 ender de lijn x = y liggen? 
Deze formulering leent zich geed tot generalisaties van het probleem; 
we zullen echter eerst het spiegelingsprincipe op de gestelde vraag toepassen. 
3. Het aantal paden van (O,O) naar (a,b) is f: b). De paden waarvan de eerste 
stap verticaal is 9 voldoen geen van alle aan de gestelde eis; 
2 
o (a+b=1) hun aantal LS \ a o Van de paden waarvan de eerste stap horizon-
taal is 11 en waarvan de vertices op of boven de lijn x = y liggen, is het 
aantal even grooto Immers 9 door het gedeelte tussen (O,O) en het eerste 
punt op de lijn x = y te spiegelen toOoVo deze lijn ontstaat een pad van 
de eerste categorieo De kans dat een aselect pad aan de gestelde eis vol-
doet is dus 
a - b 
a + b 
4o De in paragraaf 2 gestelde vraag wijzigen we nu als volgtg in hoeverre 
ligt een aselect pad boven de lijn x = my? In principe vragen we hierbij 
naar de volledige kansverdeling van een nader te definieren grootheid 1) 
h die de "ho,eveelheid pad" boven de lijn x = my meet; soms beschouwen 
we alleen de eerste term van de verdelingo (Bij het bepalen van eerste 
doorgangstijden kan dit al voldoende zijn") Voor h komen Ooao de volgende 
grootheden in aanmerking~ 
tal 
ll1 11 het aantal vertices (strikt) boven de lijn X = 
h211 het aantal vertices (strikt) boven de lijn X = 
vertices op deze lijn waarvan de voorganger boven de 
.!;,3 i het aa?tal vertices op of boven de lijn x = my; 
!l4 51 de lengte van het pad boven de lijn x = myo 
Bij .!;,2 eri h3 wordt de oorsprong niet meegeteldo 
my; 
my9 plus het 
lijn ligt; 
Van de gevonden resultaten die in dit schema passen noemen we de 
volgendeo 
aan-
4. 1 CHUNG en FELLER [5 J bepaalden voor m = 1 de verdeling van ~ ( ofwel van 
!l4, daar voor m = 1 zowel .!;,2 als ,e,4 gelijk is aan het aantal stappen 
boven de lijn x = my)o Interessant is dat voor a= b deze verdeling homogeen 
is op 0 5 2 51 000 11 2ao HODGES [6] heeft hiervan een combinatorisch bewijs 
gegeven dat veel eenvoudiger is dan het bewijs van CHUNG en FELLER. 
Het geval a= bis eigenlijk het lastigste gedeelte van het resultaat: 
1) Stochastische variabelen worden onderstreepto 
3 
de verdel.ing voor a# bis op eenvoudige wijze af te leiden uit de homo-
gene verdeling voor a= bo 
Ora ENGELBERG [7] bepaalde, voor a= b en m = 1, de verdeling van 
h3 (wat in dit geval op hetzelfde neerkomt als de verdeling van E,1)o 
Met behulp van HODGES 9 constructie kan men eenvoudig nagaan dat voor 
1 . h h . 0 a + b m geheel en a= mb de verde ing van .!!4 omogeen is op , a 1 
a+b a+b (. r8J) 2 --- , ooo, a --- o zie ~ • a a 
4.2 TA!ctCS [9] bepaalde voor m geheel en a~ mb + 1 de verdeling van E.3• 
Voor a= mb + 1 is deze verdeling homogeen op 1, 2, ooo, a+bo Hoewel dit 
laatste een speciaal geval is van een der resultaten in het eerder ver-
schenen artikel TAfd.CS [10], wordt het toch afzonderlijk bewezen. 
BARBIER [1 ,] vond al in 1887 dat voor m geheel en a ! mb geldt: 
a - mb 
a + b 
P[h = o] = a + 1 - mb 
-1 a + 1 
Bewijzen hiervan werden gegeven door AEPPLI [12] en door DVORETZKY en 
MOTZKIN [ 13] o 
(2) 
(3) 
4.3 Van de schaarse resultaten voor niet-noodzakelijk gehele m noemen we aller-
eerst de merkwaardige formule van GROSSMAN [l4]: als a = mb, dan is 
P Ch, = O] = (a + b)-1 l 
1 \ a 1( k) k 1 g k2kg o o o 
0 0 0 (4) 
1 k2 
waarin de som zich uitstrekt over alle partities 1 2 000 van k = (a,b) 9 
en waarin F. = , 1 . 8 (ja ~ je) a= a/k, 8 = b/k. Het bewijs hiervan werd J ja + J Ja / 
door BIZLEY (15 gegeveno 
T.Ald.CS bewees in [16) dat voor a > mb geldt 
waarin cO = 
b 
= o] = a : b l j=O 




b (1) I Co 0 (b = 1 ll 2 ll 0 0 0 ) 0 j=O J ( &m] +j b 1) -
Ook in [13] wordt enige aandacht besteed aan niet=gehele waarden 
van mo 
(6) 
Tenslotte vond TIDCS [ 10] dat voor ( a 11 b) = 1 en a = mb j de verde-
ling van h3 homogeen is op 19 2 11 000 11 a+bo Hieruit volgt.meteen (door 
"het plaatji e 11 ondersteboven te houden) dat ~, homogeen is op O, 1, o o o, 
a+b=1o Het is daarom verrassend om in bovengenoemd artikel te lezen: 
"It is very surprising that the probability that A has a majority of at 
least a~ b throughout the counting is the same as the probability that 
his majority is less than a: b throughout the counting, except in the 
final record"o 
5o Natuurlijk kan het in paragraaf 2 geformuleerde probleem in vele andere 
richtingen warden gegeneraliseerdo Men kan het aantal kandidaten uitbrei-
den, men kan de lijn x = my vervangen door een andere rechte of door een 
I 
nog algemenere grenslijn (zie paragraaf 6) 0 men kan vragen naar de kans 
dat een pad tussen twee gegeven rechten ligt (zie bijvo [10])0 Een minder 
voor de hand liggende uitbreiding 11 eveneens afkomstig van TAK1tcs [16] is 
de volgen<ie stellingo 
Stelling: E;en vaas bevat n kaarten die voorzien zijn van de niet-negatie-
ve getallen k1 51 
warden een voor 
000 11 kno Stel k1 + ooo +kn= ken O ~ k ~ no De kaarten 
een zonder teruglegging getrokkeno Zij Vo het getal op de 
je kaart (j = 1 11 oooi n)o Dan geldt 
-J 
ooo + V < r 
""'!" 
voor r = 1, = 1 k 
- -n 
Neemt men a kaarten met een 0 11 en b kaarten met het getal (m+1), 
( 7) 
en wel zo dlat b(m+1) ~ a+b 9 dan geeft toepassing van deze stelling direct 
formule ( 2) o 
Relaties als (7) kunnen,1 door hun algemene karakterll op allerlei 
gebieden worden toegepast 9 zeals wachttijden 9 stuwmeren 11 toetsingstheorie, 
Markov-ketens 11 "order statistics" en fluctuatie-theorieo 
5 
60 Stel r 0 }) r 11l ooo is een monotoon niet=dalende reeks van natuurlijke 
getallen 9 en stel N is het aantal paden van (0 9 0) naar (m 9 f ) met de m m 
eigenschap dat {m 9f) het eerste punt van de gedaante (iifo) m i 
het pad ligto Een dergelijk pad noemen we een toegestaan pad 
Stelling: N voldoet aan de recurrentiebetrekking 
m 
is dat op 
naar (m,f ) o 
m 
(8) 
Bewijs: Beschouw een willekeurig pad van (OiO) naar (m~fm)o De rechter-
eindpunten van de horizontale stappen vormen dan een monotoon niet-dalen-
de rij van niet=negatieve getallen y, (i = 1j oooll m)o Als het pad toege-
1 
staan isi) geldt bovendien 
y, < f. 1 
1 1=i 
(i = 1i) 0009 m)o (9) 
Definieer nu voor O < J < m een j=reeks als een reeks van niet-negatieve 
= = 
getallen y0 = 0 9 y 19 oooi ym die voldoen aan (9) 9 en bovendien aan 
(10) 
( 11 ) 
Laat voor vaste m9 Ao het aantal j=reeksen zijno Nu kan voor j = Oi nooit J 
voldaan zijn aan de eerste ongelijkheid van (11), zodat A0 = Oo Het is 
ook direet te zien dat A .:;: N (mits we ook y0 = 0 definieren voor de m m 
reeksen die met een toegestaan pad corresponderen)o Verder is het aantal 
j-reeksen plus het aantal (j+1)=reeksens blijkens de gegeven definitie, 
gelijk aan het aantal reeksen van niet=negatieve getallen met y0 = o, die 
voldoen aan ( 9) I) ( 10) en 
(12) 
Dit laatste aantal kan men echter ook rechtstreeks bepalen, door op te 
merken dat voor de waarden y O ll o o o I) y j het a~n(tal f ;og)elijkhedenkNuJno nen 
bedraagt 1, terwijl de waarden y. 1 ~ o o o i y op o manieren J+, m m - J 
warden gekozeno Immers 9 deze waarden moeten warden gekozen uit de 
6 
verzameling {o, 1, ooo, f. - 1} 1 zonder teruglegging, waarna de volgorde, 
J 
iovomo (12) meteen vastligt. Er geldt dus 
Uit ( 13) vo1gt nu 
m-1 
I j=O 
A. + A. 1 J J+ 
m-1 
l (-1 )J (AJ. + Aj+1) = 
j=O 
waarmee de stelling bewezen is. 
(-1 )m-1 A 
m 
( 13) 
= (-1 )m-1 N ' 
m 
NARAYANA & FULTON [17] geven een verwante formule voor het aantal der 
composities (geordende partities) van een bepaald getal die worden gedomi-
neerd door ieen gegeven compositie van dat getal. 
6.i Voor een spieciale keuze van f. kan men in principe N. bepalen mob.v. (8). 
J J 
Een andere toepassingsmogelijkheid is het vinden van identiteiten door voor 
f. een reeks te kiezen waarvan de bijbehorende N. bekend is. A1s bijv. 
J J 
f . = min ( j + 1 , b+ 1 ) , dan volgt ui t ( 3) met m = 1 en a = b dat 
J , r2·~ N. - -,---,- I J zodat J-J+1 j ll 
6.2 Indien de reeks 
00 
%(t) = I N.tJ j=O J 
convergeert 11 kan men voor J >O N. in J 
. j-1 
c-1)J-1 I (-1)i 
i=O 
Het blijkt dan dat Jlct) er uit valt, 
00 f. 
I j=O N.tJ (1 - t) J = J 
(14) vervangen door 
(/ii) N. 1 





Deze relat:ie kan warden geJ'.nterpreteerd door een stochastische wandeling 
vanuit (0i0) te beschouwen waarbij een stap naar rechts steeds een kans t 
heeft (0 < t < 1) 9 en een stap omhoog een kans 1 - to 
6.3 Neemt men in (15) voor f. een rekenkundige reeks aj + B met a en B geheel, 
J 
a~ 0, B ~ 1~ dan vindt men 
(X) 
I (16) j=O 
waarin ten u als volgt van elkaar afhangen 
a 
t(1-t) =uo ( 17) 
We merken hierbij op dat d~t verband voor voldoend kleine waarden van ten 
u ~~n-~~nduidig is. 
Voor B = 1i dus f. 
J 
1 ) 
= aj + 1 , geldt 
N. = _,.,........- /aj J.+ j) . 
J aj + \ ( 18) 
Immers, het aantal toegelaten paden naar ( j, aj + 1) is gelijk aan het aantal 
paden van (ji aj) naar (0,0) met stappen omlaag en naar links 9 waarvan alle 
vertices op of onder de lijn y = ax liggeno Door een geschikte draaiing 
van het rooster ziet men dat dit aantal, volgens (3) gelijk is aan de 
door (18) gegeven waardeo Substitutie in (16) geeft dan 
1 aj + j j 1 
(X) ( ) j ~o aJ + 1 j u = 1 - t (19) 
of ook 
I ~ (a.j + j) uj = --j=1 J J - 1 1 - t ' (20) 
een formule die ook voorkomt in. PCLYA en SZEGO [19] p. 3010 
1 ) Oorspronkelijk ont leende ik ( 18) aan RUNNENBURG [ 18] , waarin deze relatie 
wordt gegeven als illustratie van veel algemenere formules. Later bleek 
dat de in [18] gegeven afleiding enigszins kon warden verkort door 
gebruikmaking van (3)o 
8 




waarin h ,: f + mo Het bewijs is zeer eenvoudig: het totale aantal paden 
van ( 0, a: naa: (m, f m) is (:m) . De niet-toegestane paden kan men onder-
s cheiden naar het eerste punt van (de vorm~(i 11 fi) met O ~ i ~ m-1 o 
h - ho 
Het aantal dezer paden is No maal m ol. j enzo Substitueert men (21) l. m - l. 
in (14) dan vindt men voor het lineaire geval fo = aj + S de formule 
J 
00 
(aj +} + s) 
fct) 
I tj j=O 
= 
00 ("j / j) tj I j=O 
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